Concursul national de matematica Lauren{iu Duican, Ed. a XVIII-a, Bragsov 2014

Clasa a VII-a - Barem de corectare

VII 1. Orice numir din M este de forma 2¢3°5°7¢, unde a,b, ¢, d € N.

........................................................ 1p
Pentru m; = 2%13015¢17d4 ¢ ) gl mo = Qa23b25c27de M,
produsul mymy = 2¢1+e23bhitbegerteagditds ogte patrat perfect daca si numai daca
(a1,a2), (b1,b2), (c1,c2) si (d1,ds) sunt perechi de numere naturale de aceeasi paritate.
........................................................ 2p

Unui cvadruplu de numere naturale (a,b, ¢, d) ii asociem cvadruplul (rq,rp, e, 74), de com-
ponente 0 sau 1, al resturilor impértirii numerelor a, b, ¢ si respectiv d la 2 (deci 7, = 0
pentru k par si rp = 1 pentru k impar, k € N).

Numirul cvadruplelor avand componentele 0 sau 1 este 2* = 16.

Conform principiului lui Dirichlet (al cutiei), printre 17 cvadruple de numere naturale,
exista doua avand acelagi cvadruplu al resturilor impartirii la 2.
Rezulta ca numarul minim n cu proprietatea din enunt este 17.

Total 7 puncte

VII 2. Conform teoremei bisectoarei, este suficient si demonstram 24 = AM

PB AB
........................................................ 3p
Avem
{ m(PBM) =m(ACM)
m(PMB) = m(MNC) +m(MCN) = m(MAB) + m(MBA) = m(AMC) '
de unde ABMP ~ ACMA (U.U.).
........................................................ 2p
Atunci 2 = 42 — 4N
........................................................ 2p

Total 7 puncte



VII 3. Notam cu d,,dp d. distantele de la centrul de greutate G la laturile de lungimi
a, b, ¢ ale triunghiului ABC. Cum triunghiurile GBC, GCA si GAB au ariile egale, rezulta
ad, = bdy = cd. = 22, unde S este aria triunghiului ABC. Rezulti

3
1,11
144+1
do +dp+d. =252 :l; <,
........................................................ 2p
_ _28
Cum r = ey avem \
3r =28
a+b+c
........................................................ 2p
Pe baza inegalitatii dintre media aritmetica gi media armonica, obtinem
1,11
3 a+b+c
........................................................ 2p
Ca urmare, d, + dp + d. > 3r.
........................................................ 1p
Total 7 puncte
VII 4. Consideram a;, ag, as, ..., azp14 0 scriere arbitrara a numerelor 1, 2, 3, ..., 2014.

Avem |ay — k| € {0,1,---,2013}, pentru orice k € {1,2,---,2014}.

Presupunem, prin absurd, cd numerele |a — k|, k € {1,2,---,2014}, sunt distincte.
Atunci {|ay — k|, k=1,2,---,2014} = {0,1,2,--- ,2013}

deci S :=|ay — 1| + |az — 2| + ... + |asors — 2014] =0+ 1 +2 + --- + 2013 = 2013 - 1007.
Suma S este un numar impar.

Daca x este un numar Intreg, atunci |z| are aceeagi paritate cu z.
Rezultd cd S are aceeasi paritate cu numéarul (a3 — 1) + (a2 — 2) + ... + (@014 — 2014) = 0.
Deci S este un numar par.

Contradictie.
Deducem ca printre |a; — 1|, |az — 2|, ..., |a2014 — 2014 existd doud numere egale.

Total 7 puncte



Concursul national de matematica Lauren{iu Duican, Ed. a XVIII-a, Bragsov 2014

Clasa a VIII-a - Barem de corectare

VI 1. 2 < 1+z+a22+23+24 < (x+1)"

........................................................ 2p
Obtinem y = = + 1.

........................................................ 2p
Ecuatia devine 3z3 + 522 4+ 3z = 0.

........................................................ 1p
Rezulta x =0siy = 1.

........................................................ 2p

Total 7 puncte

VIII 2. Fie n € N*. Notam [/n] = a € N*.
Avem a <y/n<a+1,deunden € {a®, a®>+1,a®>+2,---,a®>+2a -1, a® + 2a}.

Distingem doua cazuri.
Cazul L. n € {a*,a®* + 1,...,a® + 2a — 1}. Avem [y/n] = [Vn+1] =a.

nt20d — nt2014 o pf2018 — 12013 gypg paturale, atunci 1 este un numar

[l G NG
natural, deci ¢ = 1. Obtinem n =1 sau n = 2.

Daca numerele

2 . 2
n+2014 _ a+42a+2014 =a+ 2 + 2014 si n+2013 __ a“+2a+2013 _ a+ 1 + 2012

[\/ﬂ - a a [\/m] a+1 a+1
sunt naturale, atunci a|2014 si (a + 1)[2012. Obtinem a = 1, de unde n = 3.
In concluzie, n € {1,2, 3}.

Daca numerele

Total 7 puncte



VIII 3.
Un punct M apartine sferei de diametru [V Ax] daci si numai dacd m (VMAk> = 90°.

a) Presupunem ca sferele de diametre [V A4], [V As], -+, [V A,] au un al doilea punct comun
O. Atunci m (m) =90°, k=1,2,---,n. Rezulta ca punctele Aq, As,...A,, se afla in
planul perpendicular in punctul O pe dreapta VO.

Reciproc, presupunem ca punctele Aq, Ay, .-+, A, sunt situate intr-un plan «. Conform
ipotezei, V ¢ «. Notam cu O proiectia lui V' pe planul a. Deducem ci sferele de diametre
[VA], k=1,2,--- ,n, au in comun punctele distincte V" gi O.

b) Conform rezultatului de la a), oricare n puncte din cele n 4+ 1 ale multimii considerate
sunt coplanare.

Se deduce n = 3.

Total 7 puncte

VIII 4. Fie n un numar natural cu proprietatile din enunt.
Deoarece patratele de o cifra nu sunt prime, numarul n are cel putin 2 cifre. Cum produsul
cifrelor lui n este un numar prim, n are o cifrd un numéar prim din multimea {2, 3,5, 7}, iar
restul cifrelor egale cu 1.

Ultima cifra a unui patrat nu poate fi 2,3 sau 7.

Daca ultima cifra ar fi 5, atunci penultima ar fi 1, deci numarul ar fi multiplu de 5, dar nu
ar fi multiplu de 25 gi prin urmare nu ar fi un patrat perfect. Deci ultima cifra a numarului
este 1.

Daca numarul format din ultimele dou& cifre ale lui n ar fi 11,31,51 sau 71, atunci n ar fi
de forma 4k + 3, deci nu ar fi patrat perfect. Deducem ca numarul format din ultimele trei
cifre ale lui n este 121.

Numarul 1121 nu este patrat perfect. S& presupunem (prin absurd) c& ar exista k > 3 astfel
incat n = 11...121 sa fie patratul unui numéar natural a. Analizand ultimele cifre posibile

k

ale lui a, deducem ca a = ---011 sau a = ---25511. Dar oricare ar fi cifra miilor lui a in
primul caz, respectiv cifra sutelor de mii a lui a in cel de al doilea caz, nu putem avea a® = n

(deoarece a? contine cel putin 2 cifre pare).

Total 7 puncte



Concursul national de matematica Lauren{iu Duican, Ed. a XVIII-a, Bragsov 2014
Clasa a IX-a - Barem de corectare

IX 1. Proprietatea este clara pentru submultimile cu un element.
Fie o submultime arbitrara de k > 2 (k < n + 1) vectori

{vil,vi2,~~~,vik}, cu0§i1<i2<-~<ik§n.

Presupunem prin reducere la absurd ca

k k-1
Zﬁ” = O, de unde 'Uik = — 77”
i=1 =1
........................................................ 2p
Atunci
k—1 k—1 k—1
2 = |0y, | = D U, <D |E =) 29
j=1 j=1 Jj=1
........................................................ 2p
k-1 in—1 ‘ _
Dar ) 2% < 2P = 2" — 1 < 2', Contradictie. Deci
j=1 p=0
Z% #0
=1
........................................................ 3p

Total 7 puncte

IX 2. Fiea € A. Exista b,c € A\ {a}, b#c.

3
¢ —|—a€@} = a—0beQ.

A+beqQ
........................................................ 2p
a3+CEQ 3 3
BtceQ = a°—-0"€Q
........................................................ 1p
a—beqQ
a’> -2 eqQ = a?+ab+b* Q.
a#b

a—b)?2e¢e a’>+bv% e
a2(+ab3rb2(€@Q} = abe@(@} = a’—ab+b eQ.



a’+b€Q }: (a+b)(a® —ab+b*+1) € Q.

B+aecQ
(a+b)(a®>—ab+b2+1)€Q
a?—ab+b2cQ = a+beq.
a’?—ab+b4+1>0
........................................................ 2p
a—beqQ
a+beQ }:> a € Q.
Dar a € A este arbitrar. Rezulta A C Q.
........................................................ 1p

Total 7 puncte

IX 3. Pentrua <0 avem a <z, Vo € A4, deci A C [a, 00).
Pentru a > 0, notdm n, = [2/a] + 1 € N*. Avem

4n, dng
€A
14 2n2

Rezulta a = 0.

........................................................ 2p
Din inegalitatea 2mnv2 < m? + 2n? rezulti
4dmn "
——— <2, ¥Ym,neN*.
m2 + 2n?
........................................................ 1p

Pentru 3 > v/2, avem 2 < 3, V 2 € A, deci A C (—o0, f3].
Pentru 0 < 3 < /2, aratdm ca existi ng, mg € N* astfel ca 4mgng/ (m% + Qn%) > 3, sau

pm3 — dngmg +26n% < 0. (1)

Deoarece 3> 0 si 2 — 3% > 0, relatia (1) este echivalentd cu mg € (ngfB1,np32), unde

2 /22— ) 4 — 2EV2R =)
B P B

Exista ng € N* astfel incat ng(f82 — 1) > 1 (de exemplu, alegem ng = [(32 — Br)~H +1).
Cum intervalul (ngf1,ngf2) are lungimea mai mare decat 1, exista mg € (ngf,ngB2) NN*
(de exemplu, alegem mg = [ngf1] + 1).

Rezultd b = /2.

pr =

, cu 617ﬁ2 € (0700)

Total 7 puncte



IX 4. Deoarece ]\ﬁ\/’ :J\Zzl—]ﬁzlz]\J*B—N*B:]\?CZ—N*C)’7 relatia din enunt devine

tgA- NA +tg B- NB +tgC- NC=0. (1)

Punctul N este unic determinat de relatia (1). Astfel, dacd P este un punct din plan care
satisface relatia ) tg A- PA= 0, atunci 0 = Y tg A (ﬂ - El) = tgA)- ﬁ, de unde
P=N.

Ar&tam cid > tg A- .Fa: 0, unde H este ortocentrul triunghiului ABC.
Fie A; € BC piciorul inaltimii din A. Avem BA;= tg B/tgC- A;C, de unde

— tg B — tgC —  cos BcosC — —
HA = HC=—— (tgB- HB +tgC- HC | .
! tg B+ tgC tg B +tgC sin A & tg

Apoi
—_— B —_—
HA,= _ cos cos C A
cos A

Obtinem Y tg A ﬂ: 0, deci N = H.

Total 7 puncte



Concursul national de matematica Lauren{iu Duican, Ed. a XVIII-a, Bragsov 2014
Clasa a X-a - Barem de corectare
X 1. FiezeC, cu|z| =1sia,be N~

|z2a+b—|— 1| + 1z +1] > |z2a+b—|— 1—2%— 1} =z - |za+b — 1| = ’z‘”‘b —1].

Rezulta

|29T0 1)+ [T+ 1+ 22+ 1 > 22T 1]+ [T =1 > [P+ 1= 2 ] =2,
Total 7 puncte

n
X 2. Fie 1,29, ,2n, >0, cu Y o = a.
k=1

1) Dacd x, € [0,1], YV k€ {1,2,--- ,n} (cua < n), atunci Y, ¥zr > >z =a > {/a.
k=1 k=1

........................................................ 2p
2) Dacd z, > 1, Vk €{1,2,--- ,n} (cu a > n), atunci Z T kﬁ: /T,
Prin inductie (utilizdnd formula binomului lui Newton), obtinem kﬁzl Yok > ¢ };: k-
Rezulta kzn: ¥ > a.
=1
........................................................ 2p

3) Daca A :={k € {1,2,--- ,n} zp <1} #0si B:={k € {1,2,--- ,n} = > 1} # 0,
atunci, notand x = Y xy, avem
keA

k€A keB keA

Z\’”/:T>Zwk—l—z {”/F>Zxk+n12xk z+ Va—zx.
keB

Pentru b > 1gic € [0,b], avem b" —c" +c—b=(b—c)(b" 1 +b" 2c+ -+t —1) >0,
deci b" — " +c¢ > b.

Alegdnd b= /a > 1sic= {Ya—2x € (0,b], obtinem x + a —z > {/a.
Rezultd > ¥z > {/a.
k=1

Total 7 puncte



(1) ):is( 2). Fie f cu proprietatile (i) si (ii). Atunci functia ¢ : (0,00) — R definitd prin

t(z) = g (log,z) — h (logyz) = logyx — log,x este strict crescatoare pe (0, 00).
........................................................ 2p

Deoarece a,b > 1, avem t(1) < t(a), sau 0 < logya — 1, de unde a > b
........................................................ 2p

(2) = (1). Presupunem a > b. Fie ¢ € (b,a). Definim f : (0,00) — R, f(z) = log.z, > 0.
Obtinem g(x) = (log.a—1)z si h(z) = (log.b—1)z, z € R. Cum log.a — 1 > 0 si
log.b—1 < 0, rezulta ca g este strict crescatoare pe R, iar h este strict descrescatoare pe R.

Total 7 puncte

X 4. Se utilizeaza identitdtile C%,, = CF + Ch~1si (n+1)CE~1 =kCF, |, 1 <k <n.

........................................................ 1p
Fie f, = Y. (=) k~1CF n e N*. Avem f; = 1si
k=1
n+1 k—1 n _ n -1
(*1) D" ke, 5D
Jng1 = fn = Z ——Crp Z Z A o+ mcﬁﬂ
k=1 k=1 k=1
_ %(—1)’“—10’“ - 1-@1-1"t = L Vnen
n+1é~ R n+1’
Se obtine identitatea (cunoscuta):
1 1 1 1 1 1
=0 — —C2 4 _C3 — . (- O =1 o — N*.
........................................................ 2p

n
Fie g, = >, (=) 1k=2C*, n e N*. Avem g; = 1 si
k=1

n+l k—1 n k—1 n k—1 n
-1 -1 (—1) _ -1
gl — Gn = E = )2 Ch - § =D ck = § S =0 20:;111 =
k=1 k=1 k=1

Rezulta

1 1 1 1 1 1 1
— 1_i 2 P — n_li TL: — . — — “e. — *
gn = Cr— oz Cat (=)' 5 O = 145 (1+2>+ +- <1+ + +n),n€N.

Total 7 puncte



Concursul national de matematica Lauren{iu Duican, Ed. a XVIII-a, Bragsov 2014

Clasa a XI-a - Barem de corectare

XI 1. Fie r: (0,00) — R,

r(r) = —2——, > 0.

Avem f(z) = 3z + 222 + 23r(z), z > 0, cu lim r(z) =

N0
........................................................ 3p
Obtinem f(3x) — f(2z) = 3z + 1022 + 23[27r(3z) — 87 (22)], >0
........................................................ 3p
Atunci
fEn—1@) _3 10
lim = = lim [27r(3x) — 8r(22)] = 19.
z\,0 T z\,0
........................................................ 1p
Total 7 puncte
XI 2.

a) 2cos(27'z) = /2 +2cosz, x € [-m, 7.

Demonstratia prin inductie a relatiei 2 cos (2_("’“‘1)71') =\2+V2+--- V2, ke N*.

k radicali

........................................................ 2p
b)
in—" =L Sy ocos(@ k) =2 |2-\/24--v3, keN
sin —— = —4/2 — 2 cos m) == — .
kT~ 2 N
k—1 radicali
........................................................ 1p
1 n
S, == —, n e N7
kal Sin 575
T 1 7r N
prm :ctgi—ctgw, z € (0,7/2) = Sn:§<ctgm—1>, n € N*.
........................................................ 2p
Sn 2 .
tgx >z, Ve (0,7/2) = - < -, VneNy
T
n 2
im =1 = lim S—:—.
wHOtgfL‘ n—oo 21 T
In concluzie, sup A = 2/7.
........................................................ 2p

Total 7 puncte



XTI 3. Notam C = (Cij)1§i7j§n = AB — BA.
Conform ipotezei si proprietatii (XY)? =Y7XT, ¥V X,Y € M, (R),

Tr(CCT) = Tr[(AB — BA)(BA — AB)] =
= Tr(AB?A) + Tr(BA?B) — Tr(AB)? — Tr(BA).

........................................................ 2p
Aplicand relatia Tr(XY) = Tr(Y X), V X,Y € M, (R), obtinem:
Tr(AB%A) = Tr(A?B?) = Tr(BA®B) si Tr(BA)? = Tr(AB)?.
Rezulta Tr(CCT) = 2[Tr(A2B?) — Tr(AB)?] =
........................................................ 3p
Dar Tr(CCT) = Y7 ¢ Rezultd C = Oy, deci AB = BA.
i,j=1
........................................................ 2p

Total 7 puncte

XTI 4. Aplicand regula lui I’'Hospital, obtinem

2 2 _ —
lim (r+1)°In(z+1) —z°lnz _ m 2+ 1)n(z+ 1)+ (z+1) — 2zlnz — =z _
z—00 xlnx £—00 1+Inx
1 1) —1 1\"*
g g BEED T ln(H) 2
Tr— 00 T Tr— 00 €T
Rezulta 2 2
1 1) —
lim (n+1)*In(n+1) —n nn _ .,
n—oo nlnn
........................................................ 2p
(n+1)°In’(n + 1) — n®In’n _ (n+1)Mn(n+1)—n’lnn (n+ DI’ (n+ 1) — n®Iln’n
nlnn B nlnn (n+1)2n(n+1) —n2lnn
........................................................ 1p

Fie f,g: (0,00) = R, f(z) = z*In’z, g(z) = z?Inz. Aplicam functiilor f si g teorema lui
Cauchy pe intervalul [n,n + 1]: existd ¢, € (n,n + 1) astfel ca

(n+1m’(n+1)—n*n’n  fin+1)— f(n) () _ (ca_glnﬁflc ) 8+ alne,

(n+1)2In(n+1)—n2nn  gn+1)—gn) ¢ (c) 1+2ne,
........................................................ 2p
1, a=2 f=1;
1 ) ) )
lim {(xo‘_anﬁlx) W] =< 0, a<2 feRsaua=2, <1
e tinz 00, a>2,eRsaua=2 >1.
cn>n (VneN*) = lim ¢, =o0.
Rezulta
2, a=2 B=1;
1a1ﬁ 1) — alﬁ ) ) ;
lim (n+1) n(nl—i—) namn 0, a<?2 feRsawna=2, 8<1;
e nmn 0o, a>2,eRsaua=2, >1.
........................................................ 2p

Total 7 puncte



Concursul national de matematica Lauren{iu Duican, Ed. a XVIII-a, Bragsov 2014

Clasa a XII-a - Barem de corectare

XITI 1.

........................................................ 1p
(1) = 2"y" e = (yo)"™, Va,ye G (2)
........................................................ 1p
f morfism n, n+l n+1, n+1
) = gy e =y " 2", Vr,y € G. (3)
(3) = 2"y "t =y Tl Va,yeq. (4)
........................................................ 1p
(4) = 2"y " =y" T Vaye G (5)
........................................................ 1p
(5) = (z"yaz )" =y Vaye G (6)
(6) = 2"yz™ " =y,Va,ycq. (7)
........................................................ 1p
(7) = a" =ya"y ", Va,ye G (8)
8) = z"y=yz", Va,yeG (9)
........................................................ 1p
Fie a,b € G. Functia g este surjectiva, deci exista ¢ € G astfel ca b = ¢".
(9) = "a=ac” = ba = ab.
Deci (G, ) este un grup abelian.
........................................................ 1p

Total 7 puncte



XITI 2.
a) Exemplu.

4 cos 2T _gip 2m
k= s 2kT 2km 7k:1727"'7n~
S11 COS Py

H = {Ay, -, A,} este grup multiplicativ de ordinul n (izomorf cu grupul multiplicativ al
ridécinilor de ordinul n ale unitatii).

........................................................ 1p
Suma radacinilor de ordinul n ale unitatii este nula, de unde
iTT(Ak) = . cos %TW =0.
k=1 k=1
........................................................ 1p
b) Notdm S = Y"7_, Ai. Pentru orice A, € H avem H = {A; A1, Ay As, ..., AL A}
........................................................ 1p
ApAr + AgAy+ ...+ ARA, = S, de unde AS = S.
Prin insumarea relatiilor se obtine S? = n.S.
........................................................ 1p
Rezultd c& valorile proprii ale lui S, notate cu A si A, verifica ecuatia 22 = nx.
........................................................ 1p

Din conditia >, _; Tr(Ax) = 0 rezutd Tr(S) = 0. Atunci Ay + Xz = 0. Cum Ay, Ay € {0,n},
deducem A\ = Ay = 0.

Total 7 puncte



XIT 3.
2240428 bt 2 41 = (842 ot a2+ 1) (28 — 20t — 2 2?24 1),

........................................................ 3p
;o /(x2 —1)(2® 4 325 + 62* + 322 + 1)
C o124+ 210 4 g8 26 42t 422 1
1 62° — 5xt +42% — 322 4+ 20 — 1 625 + 5zt + 42% + 322 + 20 + 1
= = dx — dx
2 b —aSt+at—ad+a2—ax+1 S+ adS+at4+ad+a2+a+1
........................................................ 3p
_ 1 rG—z5+m4—m3+z2—z+l
I'= 2 In 20 +ad+aritad+r2tz+1 +C.
........................................................ 1p

Total 7 puncte

XII 4. Demonstratie prin reducere la absurd.
Presupunem cé existd m > 0 si un sir (ag), ax > 0, astfel ca ar — oo si |f(ag)| > m,
V k € N. Deoarece exista o infinitate de indici k astfel ca f(ag) > m sau o infinitate de
indici k astfel ca f(ar) < —m, putem presupune, pentru simplificarea notatiei, cd avem
flag) >m, VEkeN

Aridtam ca exista g9 > 0 astfel incat pentru orice k € N putem alege by, > aj, cu proprietatea

b . A .
i L. | f(z)]dz > eo. Aceasta este o contradictie, care va incheia demonstratia.

ak
........................................................ 1p
Fixam k € N si notam, pentru simplificare, a := ay si b := bx. Avem
b b b
[ f(@)de > ¢ [ f(x)dz = [ [f(a)+ [ f'(t)dt] dw =: Ty,
0 a a
........................................................ 1p
b x
T > %f [mffa %dt] dr =: Ts.
........................................................ 1p
b
Ty =% [Im—c(lnz —Ina)lde = ZFT“(m +c)— clng =:T3.
........................................................ 1p
Folosind inegalitatea In(1 + z) < z, z > 0, obtinem T3 > 22%(m 4 ¢) — c2=2 =: Ty,
........................................................ 1p
Daca notam t(u) = (1 —u)(m+c) = < +¢, 0 <u <1, avem Ty = ($).
Apoi, ¢'(u) = —m — ¢ + 5. Deoarece ¢'(1) = —m < 0, putem alege ug < 1, astfel ca
¥’'(u) < 0 pentru orice u € (ug,1]. Deci ¢(ug) > (1) = 0. Putem alege g9 = 9(up) si
b= .
........................................................ 1p

Total 7 puncte



